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CONCEPCIONES ERRON}EAS EN MATEMATICAS.
REVISION Y EVALUACION DE LAS
INVESTIGACIONES

José del Rio Sanchez
I.C.E. 1J. de Salamanca

RESUMEN

En este articulo se revisan las investigaciones sobre las concepciones errd-
neas que poseen los estudiantes de Ensefianza Primaria y Enseftanza Secun-
daria acerca de los principales temas del curriculum de matemdticas. Se
evaldan y se formulan sugerencias para posteriores trabajos.

ABSTRACT

This article examines research in to the erroneous conceptions thta students
in Primary and Secondary Education have about the principal subjects in
the mathematics programme. These conceptions are evaluated and sugges-
tions are made for further studies.

Introduccion

Los errores mas frecuentes que cometen los estudiantes al realizar ciertas
tareas escolares {contestacién a preguntas, formulacién de conjeturas, reso-
lucidon de problemas o ejercicios, discusiones grupales, etc.) han dejado de
ser exclusivamente sancionados para convertirse en ¢l centro de interés de
una linea de investigacién muy importante tanto en el campo de la educa-
cidon matemadtica como en el de otras materias, desarrolladas, sobre todo,
desde hace 15 afios. Estos errores son consecuencia de ciertas ideas o con-
cepciones erréneas que normalmente se generan durante el propio proceso
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de aprendizaje, aunque, algunas existen ya en los estudiantes antes de que
comience el proceso instructivo especifico del tema afectado. La deteccién
de concepciones errdneas, €l analisis de sus causas y el estudio de su evolu-
cién a lo large de los distintos niveles educativos ha sido objeto de numero-
sos trabajos. El interés diddctico de esta linea de investigacién es enorme,
sobre todo, para disefiar y aplicar estrategias instructivas que, dentro del
modelo constructivista, aspiren a facilitar un aprendizaje significativo a los
estudiantes. En los pdrrafos siguientes, resumimos los resultados obtenidos
por las principales investigaciones que se han ocupado de este importante
tema v formulamos las conclusiones pertinentes.

1. Concepciones erroneas en aritmética

Destacamos una investigacion sobre ntimeros enteros v dos sobre frac-
ciones.

BerL (1986b) se propuso identificar las concepciones erréneas sobre los
nimercs enteros en una muestra de 400 nifios de 8-9 afios y utilizd para
ello varias entrevistas y una prueba escrita de 20 items que cubria todos los
tipos basicos de problemas con una operacién (suma o resta). Detectd las
siguientes ideas errdneas:

L. Subir es aumentar: los nifios confunden «ir hacia arriba» en una escala
con «aumentar el nimero», sin darse cuenta de que en algunos contextos
{listas de discos mas vendidos, nimeros negativos, etc.) una «subiday» impli-
ca una «disminucidén» del {valor absoluto) del mimero.

2. Ignorancia del signo negativo: Sucede con frecuencia en 1a respuesta
a preguntas como esta: «Un dia en Moseii la temperatura descendid 6° entre
la salida del sol y el mediodia. A la salida del sol era de —7° ;Cudl era
al mediodia®,

3. Signo denofa region: Se refiere al hecho de que las variaciones en la
region negativa de una escala son afectadas siempre con el signo menos;
por ejemplo, respuestas como «bajé —7% cuando se pregunta por la varia-
¢idén entre —9° y —2°,

4. Fracaso en la inversidn: en los problemas donde es desconocido ¢l esta-
do inicial, los alumnos realizan una inversién del sentido del cambio expre-
sado en el enunciade; por ejemplo: «El disco favorito de Sandra esta S lugares
mds abajo de lo que estaba hace dos semanas. Durante la primera de estas
dos semanas subi¢ 3 lugares. ;Subid ¢ bajé la segunda semana? ;Cudntos
lugares?». Casi la mitad de los alumnos respondié que bajé o subié dos
lugares.
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CLeEMENTS ¥ Der Campo (1987) se interesaron en estudiar el lenguaje que
usan los nifios para expresar sus ideas sobre fracciones y las relaciones con
su habilidad para comprender el lenguaje formal tal como aparece en los
libros de texto. Intentaron explorar las ideas sobre Ias fracciones originadas
intuitivamente por el usc de las palabras del lenguaje coloquial o de ta pro-
pia instruccién formal. En concreto, investigaron la concepcién que poseen
los nifios de enseftanza primaria acerca de las fracciones 1/2, 1/4 y 1/3. Uti-
lizaron 240 entrevistas y un test de ldpiz y papel con 36 items que fue contes-
tado por 1024 alumnos. Entre sus conclusiones, destacamos las siguientes:

1. La mayoria de los nifios tiene una buena comprensién receptiva de 1/2
si por esto entendemos la habilidad para reconocerlo como la mitad de las
figuras geométricas sencillas, No obstante, cuando el eje de simetria de {a
figura no es ni vertical ni horizontal, algunos alumnos de 2° no reconocie-
ron la representacién pictérica de 1/2.

2. La mayoria de los niftos tuvieron dificultades para contestar a ias pre-
guntas sobre 1/4 a pesar del «conocimiento» de la nocién «mitad de la mi-
tad» debido a la escolarizacion, Por ejemplo, cuando se les presentd una
figura dividida en cuatro partes y s6lo se colore6 una de ellas, muchos alum-
nos pensaron que el diagrama representaba 1/3 porque asociaron la palabra
«tercion con «tres» ya que eran tres las zonas no coloreadas. S6lo en 5°
curse algunos nifios parecen haber desarrollado una idea correcta de la re-
presentacién de 1/4 en figuras sencillas como circulos, por ejemplo.

3. Aunque los nifios saben cdmo repartir equitativamente un pequefio nu-
mero de objetos entre tres personas cuando el reparto es exacto, sin embar-
g0, en contextos continuos, no identifican correctamente la unidad entera
¥, por lo tanto, son incapaces de hacer las particiones correspondientes a 1/3.

4, En cuando al orden en que los nifios adquieren los conceptos de 1/2,
1/4 y 1/3, éste depende de los contextos (discreto y continuo) y del tipo de
comprension {receptiva 0 expresiva).

Complementando el estudio anterior, Tarsuoka (1984) se ocupd de exa-
minar los errores cometidos en los algoritmos de suma v resta de fracciones
por 600 estudiantes de ensefianza secundaria. He aqui algunos de sus resul-
tados mds interesantes:

1. La ignorancia de la fraccién en las operaciones con nimeros mixtos;
por ejemplo:

47/12 — 2 4/12=2

2. Consideracién de que el numerado vy el denominador son elementos
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independientes en una fraccidn y, por lo tanto, puede operarse con ellos ais-
ladamente, por ejemplo:

5/4+3/2=8/6 0 3/5—1/10=2/5

3. Aprendizaje memoristico de las reglas lo que produce fallos frecuen-
tes; por ejemplo, en una suma de fracciones con denominadores distintos,
miltiplican los denominadores y suman los numeradores.

4. Incomprension del significado «racional» del cero y del uno que se ma-
nifiesta en errores como los siguientes:

2/3—2/3=1; 3/4—3/8=0/4=4; 6/7T—4/7=2/0=2

2. Concepciones erroneas en algebra

Resefiamos en este parrafo tres investigaciones, hasta cierto punto ¢com-
plementarias, que configuran una buena panoramica del trabajo en este cam-
po. La primera (BootH, 1982} utiliza los errores en dlgebra previamente
detectados por el programa CSMS {«Concepts in Secondary Mathematics
and Science»; Hart, 1981}, Mediante 72 entrevistas y un test de lépiz v pa-
pel pasado a 1.000 alumnos de ensefianza secundaria, el autor identifica cua-
tro dreas de dificultad:

1. Interpretacién de letras: los estudiantes frecuentemente no compren-
den que las letras representan numeros y que el mimero representado puede
tener un unico valor {(como en x+2=35) o infinitos valores (como en
X+y=y+x 0 x+1=0),

2. Formalizacion y simbolizacion del método algebraico de resolucidn de
probiemas: los alumnos no utilizan ¢ no comprenden o cometen errores en
la resolucidn algebriaca de problemas porque no simbolizan ni formalizan
los métodos usados al resolver problemas aritméticos.

3. Conjuncidn en la suma algebraica: los estudiantes no reconocen expre-
siones aditivas del tipo n+3 o 2+a como resultados v tienden a fusionarlas
en las formas 3n o 2a; por ejempleo, para muchos ¢l perimetro de la figura

H U

S 5
es 2u556 o 2ulé v el resultado de sumar 4 con 3n es5 3n4 o 7n.
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4. Uso de paréntesis: Los alumnos piensan que no es necesaric utilizar
los paréntesis pues las operaciones deben realizarse en el mismo orden en
que se escriben vy, en todo caso, el resultado siempre es el mismo.

Un grupo de autores espafioles (GrRUPO AZARQUIEL, 1987) pasaron una
prueba escritz a 182 alumnos de 1° de BUP para hacer un catdlogo ordena-
do de los errores en temas como operaciones con nimeros v letras, ecuacio-
nes, sistemas y problemas de posible resolucion algebraica. Los errores
detectados caen, en general, dentro de las cuatro dreas de dificultad indica-
das antes por BootH. Posteriormente realizaron entrevistas clinicas a algu-
nos alumnos con el fin de profundizar en las conductas errdneas y buscar
las posibles hipétesis que las expliquen. Para estos autores, los procesos men-
tales que conducen a este tipo de errores serian los siguientes:

1. Memorizacion de reglas: tendencia a funcionar utilizando siempre una
regla establecida,

2. Generalizacién abusiva: utilizacion de reglas conocidas fuera de su con-
texto de validez.

3. Uso indebido del signo igual: los estudiantes conciben el signo igual
como una accién que debe llevar a un resultado en vez de considerarto como
un equilibrio manipulable en ambos sentidos.

4. Reduccion de campo: los alumnos prescinden de algunas condiciones
v se quedan sélo con las que son relevantes para el sujeto,

5. Necesidad de clausurar, reduccion de las situaciones a términos mds
simples y conccidos.

6. Traduccicn literal de enunciados: elaboracion de la expresion simbéli-
ca en el mismo orden en que aparece en el enunciade celoquial.

Completamos estos dos trabajos exponiendo algunos de los resultados ob-
tenidos por OprpennEM (1987) al estudiar los errores en «aritmética genera-
lizada» mediante un test de 135 items contestado por 140 jdvenes de
ensefianza secundaria. En el area de la interpretacion de letras, encontrd
que, aunque muchos estudiantes reconocian que Jas letras representaban nu-
meros, sin embargo valoraban las expresiones en términos de niimeros par-
ticulares; por ejemplo:

1. Para decir si A—B=0 ¢s una expresién verdadera no basta con saber
que A es igual a B sino que es necesario conocer los valores concretos de
Ay de B.

3. N(1/N) no e¢s 1 sino que depende del valor de N.
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En el 4rea de la simbolizacion de problemas, encontré gue muchos alum-
nos escogen la expresién x> y para representar la cantidad en que x excede
ay, vy 2N/3N o N:2/3 0 2/3:N para representar 2/3 de un nimero N. Asi-
mismo, casi la mitad de los alumnos infiere de C>D y E>F la expresién
C/E>D/F (en lugar de C+E>D+F}

3. Concepciones errdneas en geométrica

Seleccionamos de nuevo cuatro investigaciones representativas de los es-
tudios que se han realizado en este campo.

Hersukowitz {1987} investigd el «grado» de asimilacién de algunos con-
ceptos bésicos de geometria en alumnos de ensefianza primaria y secunda-
ria (572), estudiantes de una escuela de profesorado (142) y profesores de
enseflanza primaria en ejercicio (25). En la identificacién y construccién de
elementos geométricos constatd errores como los siguientes:

1. No reconocimiento de fridngulos rectdngulos en figuras como:

2. No recenocimiento de las figuras siguientes como cuadriléteros:

3. Concepcidn de las alturas como segmentos «interiores» al tridngulo.

El autor constaté que algunos de estos errores, como el referido a los cua-
drildteros, disminuyen con €l nivel de escolarizacién. Otros, como en ¢l rela-
tivo al tridngulo rectdngulo, son compartidos de modo paralelo por los tres
grupos que formaban la muestra (pédg. 241). Atribuye estos comportamien-
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tos a que los estudiantes se dejan llevar en las tareas de identificacién y cons-
truccién por los prototipos, es decir, por aquellos super-ejemplos que son
los mas pepulares de un concepto dado, y estas representaciones empobre-
cen ¢l concepto porque, con frecuencia, ocultan algune de sus atributos cri-
ticos.

En relacion también con la formacién y adquisicién de conceptos geomé-
tricos, MEDECI, SsPERANZA ¥ VicHI (1986) indagaron qué caracteristicas geo-
métricas son elegidas preferentemente para efectuar los procedimientos de
abstraccidn y cudl es el papel del éxito geométrico. Sobre una muestra de
388 estudiants de 9-10 afios, mediante un cuestionario de 11 items, obtuvie-
ron los siguientes resultados:

1. El niimero de lados de un poligono es un criterio de clasificacién mds
intuitivo que el paralelismo de sus lados, el nimero de angulos rectos o la
equisuperficialidad.

2. 8in embargo, cuando se trata de tridngulos, la existencia de un dngulo
recto es un criterio de clasificacidn determinante; por ejemplo, a la pregunta:

JPondrigs la figura 1 en A 0 en B?
Y 1
A

el 83 % de los alumnos responde que en B. Este resultado contrasta con el
obtenido por HersHkowITZ (1987) pues supone un reconocimiento genera-
lizado del tridngulo rectdngulo en posicién no prototipica. Los mismos auto-
res se sorprnden de este resultade que atribuyen a la actividad especifica
desarrollada en clase para reconocer un angulo recto incluse cuando no esta
dibujado con los lados paralelos a los bordes de la hoja.

3. Como contraste, s6lo la tercera parte de los alumnos reconoce que esta
figura

B



212

es un cuadrado; la mitad lo llama rombo, aunque las respuestas varian no-
tablemente de clase en clase segiin que, en ellas, los alumnos hubieran tra-
bajado o no con las transformaciones geométricas.

4, La presencia de un «nombre propio oficial» que se puede atribuir a
una figura geométrica influye 2 menudo en el criterio con el que los nifios
agrupan o asocian figuras. Sin embargo, se notan dificultades al describir
las figuras cuando no se pueden denotar con nombres conocidos.

5. El hecho de que muchos libros de texto, para cada tipo de figura, pre-
senten un solo ejemplo grafico conduce a que esa figura concreta acabe por
tomarse como modelo estdndar del concepto. Los nifios suelen ampliar el
modelo estindar sélo con traslaciones u homotecias, lo que es fuente de
numerosos errores, Estas ideas corroboran las anteriormente mencionadas
de Hersuxowitz (1987} sobre los prototipos.

DeL Rio {1989) investigd las ideas previas que tienen sobre las cdnicas los
alumnos de 3° de B.U.P. (17 afios) antes de comenzar su estudio sistemético.
Con una muestra de 305 estudiantes del distrito universitario de Salamanca
y mediante un cuestionario de 40 items, constatd gue la mayor parte del
conocimiento que poseen los alumnos sobre las conicas es de tipo fisico v
social pero no Idgico-matemdtico en ¢l sentido que da PIAGET a estos tér-
minos, pues solamente han realizado una abstraccion empirica (conocimiento
fisico) ¥ han asignado a esas curvas ¢l nombre convencionalmente aceptado
en el entorno socio-cultural (conocimiento social). Como consecuencia, las
definiciones de elipse, hipérbola y parabola, aceptadas de modo casi unini-
me, estdn constituidas por una sucesion de propiedades obtenidas percep-
tualmente que intentan describir por exhaustién la forma de la curva.

Las principales ideas previas errdneas detectadas fueron las siguientes:

1. Un ¢valo construido con cuatro arcos de circunferencia, como el de
la figura 3, es una elipse.

45°

45°
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2. Un arco de circunferencia y dos semirrectas tangentes en sus extremos,
como muestra la figura 6, forman una pardbola.

3. Todas las cénicas pueden dibujarse perfectamente empleando sélo la
regla v el compas.

4. Los tres tipos de cénicas (elipse, hipérbola y parabola) son indepen-
dientes no guardan relacién estructural entre si, ni directa ni indirecta (a tra-
vés de un elemento exferrno como podria una superficie cénica).

5. Una pardbola (y, en general, cualquier curva) no es un objeto geomé-
trico independiente del sistema de referencia; por €l contrario, primero exis-
te el sistema de referencia como algo dado @ priori v después la curva
completamente encadenada a él; esto implica que una curva no tiene infini-
tas ecuaciones dependiendo del sistema acogido sino una sola.

6. Puede trazarse dos tangentes distintas en cada punto de una conica.

7. En general, los alumnos perciben que las cOnicas estan poco conecta-
das con la realidad y los pocos casos en que advierten su presencia tienen
caracteristicas.

Otros trabajos investigan las ideas que tienen los ¢studiantes sobre el «mé-
todo» matemdtico y su naturaleza. Destamos el trabajo de VINNER ¥y ZUR
{1987) que examina si los estudiantes de los cuatro gltimos cursos de la ense-
fianza secundaria han apreciado el aspecto de la geometria como un sistema
deductivo y si han adquirido algunas habilidades especificas para el apren-
dizaje de la geometria como tal sistema deductivo. Utilizaron un cuestiona-
rio respondido por 201 alumnos que constaba de 6 partes, cada una de las
cuales analizaba un aspecto particular de este aprendizaje. Entre las conclu-
siones a que llegaron los autores, destacamos las siguientes:

1. La habilidad para reconocer y dibujar figuras geométricas sencillas es
alta; no obstante, casi la cuarta parte de los alumnos no reconocen que la
figura a) es un rombo a pesar de sefialarles mediante un segmento la igual-
dad de sus lados; en cambio, practicamente todos reconocen la figura b}
{de nuevo estamos ante un abuso de los modelos prototipicos).

2. Un mimero variable de estudiantes (entre 1/3 y 2/3, dependiendo del
curso) comprenden la naturaleza minimalista de la definicidn matematica,
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esto es, que el conjunto de atributos criticos del concepto que se recogen
en la definicion debe ser minimo. El resto de los estudiantes incrementa este
conjunic con propiedades que son deducibles o que no son atributos del
concepto. Asi, por ejemplo, aceptan cemo definiciones matematicas las si-
guientes:

a) Un tridngulo isésceles es un triangulo con dos lades y dos angules con-
gruentes.

b) Los paraleloramos son cuadrildteros con lados opuestos paralelos ¢
iguales.

d) Angulos adyacentes son aquéllos que tienen el vértice y un lado co-
mun y ademas suman 180°.

3. En una lista de frases sobre geometria elemental, mas de la mitad de
los alumnos reconocen cudles deben ser probadas y cuéles no. En este 1lti-
mo caso, la mayorfa argumenta que son definiciones o axiomas. Se observa,
sin embargo, que algunos consideran la definicidn de lineas paralelas («aqué-
llas que no se cortan») como un axioma.

4. La habilidad para descomponer proposiciones en «hipdtesis» y «tesis»
depende del contenido, es decir, varia segin la experiencia previa con los
conceptos implicados o con proposiciones similares.

Los autores sefialan que encontraron diferencias entre los cuatro niveles
de escolaridad, en el sentido de que el porcentaje de respuestas correctas
aumentaba con el grado, pero estas diferencias no fueron drasticas.

4. Concepciones erréneas en andlisis

Revisamos algunos estudios sobre graficas de funciones y sobre célculo
diferencial e integral. Entre los primeros destaca ¢l realizado por un grupo
de investigadores ingleses (BELL, BREXKE y Swan, 197; San, 1989) que se pro-
pusieron identificar las concepciones errdeas que tienen los alumnos de en-
seftanza primaria sobre las gréaficas de funciones (interpretacion y
construccién). Las principales ideas errdneas que encontraron son las si-
guientes:

1. Identificacién de una grifica con ¢l dibujo de una situacién.

2. Incomprensién de que las graficas muestran una relacion entre dos va-
riables.

3. Confusion de intervalos y gradientes con puntos particulares.

4. Fijacidn en uno o dos factores v exclusion de los restantes al construir
una grafica.
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CLEMENT ¥ otros {1985) volvieron a encontrar en la ensefianza secunda-
ria el primero de estos errores y una variante del tercero: confusién de la
pendiente (rapidez de variacién) con purtos mas altos o puntos mds bajos
de la gréfica. Al menos en el primer caso nos encontramos ante una idea
previa errénea (grafica=dibujo de una situacidn) resistente al cambio tras
el proceso instructivo habitual.

En el campo del célculo elemental, destaca la investigacidn de Orton
{19833 v b) realizada con dos grupos de estudiantes: uno de enseftanza se-
cundaria (n=460) y otro de ensefianza universitaria (n=50). Entrevisté dos
veces a cada alumno durante una hora aproximadamente empleando un test
de 38 items. En lo referente a concepciones erroneas, he aqui los resultados
més interesantes:

1. Tratamiento del simbolo del infinito como un simbolo algebraico.

2. Las sucesiones crecientes (como 3n/n+1) tienden a infinito.

3. Incapacidad para apreciar cudndo e] cdleulo de un limite resuelve un
problema como, por ejemplo, el cdlculo del drea bajo una curva mediante
el limite de las aproximaciones rectangulares.

4. Predominio de algoritmo sobre la comprensién conceptual al calcular
por integrales ¢! drea bajo una curva; por ejemplo, ignoran la condicién de
que la funcién debe estar acotada.

5. En la siguiente figura, cuando los puntos Q, se aproximan indefini-
damente a P, las secantes llegan a convertirse en el punto P.

6. Confusién de la derivada en un punto x con |z tasa de variacidn media
en un intervalo (x, x+h).
7. Fracaso en |a interpretacién de una derivada nula o negativa en un punto.

La extensién de estas ideas erréneas es diferente en los dos grupos pero
no siempre a favor de los estudiantes de enseflanza secundaria. ARTIGUE ¥
Viennor (1987) confirman con estudiantes universitarios de matemadticas el
error cuarto; prevalecen los procedimientos algorftmicos sobre la compren-
sion del concepto que estd en juego.
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5. Conclusiones

En primer lugar, observamos que algunas investigaciones se limitan a de-
tectar actuaciones erréneas de los estudiantes, otras descubren las concep-
ciones que subyacen y otras formulan hipdtesis sobre el mecanismo que las
causa.

En segundo lugar, se aprecia que muchas investigaciones no estudian con
detalle la evolucion de 13 concepcidn errénea a través de los distintos niveles
educativos v, si lo hacen, no indican qué tipo de curriculo han seguido los
estudiantes, particularmente en lo que se refiere a la metodologia didéctica.
Y este aspecto es muy importante de cara al disefic de estrategias instructi-
vas que permitan superar tales concepciones. Ademds, rara vez se indica si
alguna de estas concepciones proviene de una idea preinstruccional que no
ha sido cambiada. Puesto que una concepeibn errénea estd ligada al tipo
de comprensién del concepto implicado, creemos que, en estos estudios, debe
investigarse como evoluciona esta comprension a partir de las posibles ideas
previas que ya posean los sujetos sobre el mismo.

Por tanto, con ser muy importante lo realizado hasta ahora, sugerimos
para posteriores investigaciones la necesidad de incluir los siguientes ele-
mentos:

1. Deteccién y extension de una actuacién errénea a lo largo de uno o
varios ciclos educativos especificando el tipo de curriculo seguido.

2. Descubrimiento de la concepcién errdnea subyacente y cémo evolucio-
na con el nivel de escolarizacién.

3. Analisis de los mecanismos causales de tales concepciones en cada ni-
vel educative (idea previa errdnea, inmadurez psicoldgica, estrategia instruc-
tiva deficiente, etc.).

A partir de investigaciones que reiinan estos elementos, estaremos en ¢on-
diciones optimas para disefiar, al menos en €l dmbito donde se hayan reali-
zado procesos de intervencion educativa que realmente sean eficaces contra
Ia persistencia de tales concepciones erréneas.
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